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Reduksi Persamaan Dirac ke Persamaan Cauchy Nondegenerate

Susilo Hariyanto'
! Jurusan Matematika FMIPA UNDIP

ABSTRAK---Persamaan Dirac abstrak adalah suatu sistem persamaan diferensial parsial yang memiliki
struktur abstrak sebagai berikut

%l/j(l) =-i(cD + mc*(t—1)+ V) w(t)

dengan massa m>0, kecepatan cahaya c>0.

Dalam artikel ini dikaji suatu cara mereduksi persamaan dirac abstrak yang dapat dipandang sebagai masalah
Cauchy degenerate, ke masalah Cauchy abstrak nondegenerate. Reduksi ini dapat dilakukan dengan
memformulasikan masalah yang dibicarakan dalam ruang Hilbert H dan tranformasi T: H — H yang

didefinisikan sebagai fungsi berkut:

w({)eDD)CTH — T (l//(t)) =s(t) = (P+ +cP )l//(t)

Kata kunci: Cauchy Degenerate, Nondegenerate, Persamaan Dirac, Ruang Hilbert

PENDAHULUAN
Perhatikan masalah Cauchy abstrak,

%Mz(t) = Az(1), z(0) =z, dengan

operator M  tidak harus mempunyai
invers.Masalah Cauchy abstrak disebut
masalah Cauchy abstrak degenerate jika M
tidak mempunyai invers. Masalah Cauchy
abstrak (disebut masalah  Cauchy abstrak
nondegenerate jika M mempunyai invers.
Adapun dalam pembahasan ini akan
dibicarakan kemungkinan mereduksi persa-
maan dirac abstrak

%W( Y =-i(eD+mc*(t=1)+V)y () yang

dapat dipandang sebagai masalah Cauchy
abstrak degenerate ke permasalahan menye-
lesaikan masalah Cauchy abstrak non-
degenerate.

KONSEP DASAR

Setiap  penyelesaian strict masalah
Cauchy abstrak degenerate pasti memenuhi
z(#) € D, untuk semua t> 0, dengan

Dy = { z() €DA)

Az(t)ye (Ran M) }
Dalam menyelesaikan masalah Cauchy abstrak
degenerate diawali dengan asusmsi bahwa

operator A,M tertutup dan terdefinisi dense.
Hal ini berakibat operator A ]D tertutup.
A
Karena M operator tertutup, maka Ker

M merupakan ruang bagian tertutup dari H.
Misalkan P proyeksi ortogonal pada Ker M,

akibatnya P’ =1—P juga merupakan
proyeksi ortogonal pada (Ker M)™" . Karena M
tertutup dan terdefinisi dense dalam H, maka

M" tertutup dan terdefinisi dense dalam K.
Untuk selanjutnya misalkan pula Q proyeksi

ortogonal pada Ker M" , akibatnya Q" =1-Q
juga merupakan proyeksi ortogonal pada (Ker
M")* . Dengan demikian dapat dituliskan :

PH=Ker M, P"H= (Ran M ") , QK=

Ker M" dan Q" K= (Ran M) .

Operator M injektif jika dan hanya jika
Ker M={0}. Oleh karena itu agar
dimungkinkan mereduksi operator M yang
belum tentu mempunyai invers ke operator
yang mempunyai invers terlebih dahulu
didefinisikan operator pembatasan dari M pada
(Ker M)™ N D(M) sebagai berikut:

M,= M [, dengan
D(M,)= (ker M) " D(M).

Operator M |y ,, ) =M, mempunyai invers .
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Misalkan (P r )71 {x(r)}  merupakan
bayangan invers dari x()e (Ker M)*
terhadap proyeksi P’ yaitu

(P7)" xi={x0 + 3 | W) <Ker M;,
x(t) e (Ker M)“. Apabila diperhatikan

himpunan (P r )71 {x(6)} belum  tentu
merupakan singelton.

Selanjutnya akan didefinisikan operator
Ay yang merupakan operator pembatas dari

operator 4 pada (Ker M)™" sebagai berikut:

Api{x(0)} =
y {(P ") x(t)} D, }c (Ran M), untuk
setiap x(f) € D(4y) dengan,

D(4)=
{x(t) e(KerM )" |(PT)'¢x(t)} "D, # ¢}

Operator A, bernilai tunggal jika

(P ! >_1 {x(¢#)} N D, merupakan singelton.
Untuk itu diperlukan asumsi PD, © D, dan
operator (QAP)[pp» mempunyai invers yang
terbatas.Dengan asumsi tersebut , maka vektor
z(t) € H merupakan anggota ruang bagian D,
apabila z(t)e
D(A), Pz(t) = —(QAP) ' QAP " z(t) dan
setiap x(¢) € P' D, — (ker M)* menyatakan
dengan tunggal z(7) € D, sehingga x(t) =
PT z(t) dan z(t) = (1-(QAP)'QA) x(t).
Selanjutnya dapat didefinisikan operator
7,4 yaitu sebagai berikut:

Z,=P" —(QAP)" Q4P"

Operator Z, terdefinisi pada D (Zy)
> P"D, Pembatasan Z, |PTD adalah 1

-(04P)'Q4 pada P"D, yang merupakan
invers dari  proyeksi P’ |p, dalam arti:
ZAPT =1 pada D, dan PTZA =1, pada
P'D,

Jadi operator 4, dapat dinyatakan menjadi
A=A Z, ,pada D(4y)= P "D, dan untuk
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setiap z(¢) € D, diperoleh Apx(t )= Az(¢)
dengan x(t) = P z(¢).
Operator 4 tertutup dan mempunyai

invers terbatas ekuivalen dengan operator A
injektif dengan Ran A = K. Hal ini berakibat

Alp, mempunyai invers terbatas yaitu :
Alp DA > Q'K
(Alp,)": Q"K— Dy

Dengan demikian operator 4," = (4 Z,)" =
PTA™|

0'K.

HASIL DAN PEMBAHASAN
Diberikan 7: H — H operator
involusi uniter, terbatas dan operator D :
D(D) cH— H self adjoint, terdefinisi dense
dan anti komutatif dengan 7, vyaitu
tD(D)cDD), Dt+7D =0 pada D(D).
(1)
Diberikan pula V' : D(V)cH — H operator
simetri, terbatas relatif terhadap D dan
komutatif dengan 7 ,yaitu :
tD(V)ycDd(V), Vr -t V=0 pada
D(P).
)
Persamaan Dirac abstrak adalah suatu
sistem persamaan diferensial parsial yang
memiliki struktur abstrak sebagai berikut

07k terbatas dan terdefinisi pada

%l//(t) =-i(cD +mc’*(t—1) + V) p(t)
3)

dengan massa m>0, kecepatan cahaya ¢>0.

Oleh karena 7> =1 (7 involusi) maka
operator 7 mempunyai nilai eigen 1 dan atau
—1. Untuk menghilangkan trivialitas dari
operator 7, misalkan 7 =1 diasumsikan bahwa
1 dan —1 merupakan nilai eigen operator 7 .

1
Diberikan P, = E(Iir) merupakan proyeksi
ortogonal pada ruang Hilbert H  dengan
definisi. P,H =H , . Sehingga ruang

Hilbert H dapat dinyatakan sebagai jumlahan
langsung kedua ruang eigen H, dan H.
yang saling ortogonal, yaitu H=H.® H.
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Selanjutnya dari definisi operator-operator
V,D,P_,P didapat sifat-sifat hubungan

sl oL

sebagaimana tertuang dalam Lemma berikut.

Lemma 1

(1). VP, =P.V, pada D(V).

(i1). VP.=P.V, pada D(V).

(iii). DP.=P.D, pada D(D).

(iv). DP.= P, D, pada D(D).

Bukti : Hanya akan dibuktikan untuk (i) dan
(iii) sedangkan bukti untuk (ii) analog dengan
(i) dan (iv) analog dengan (iii).

(1). Untuk setiap o(¢) € D(V) berlaku,

VP, o(t) :V(“T’j o(t) =

V+Vr B V4V _
P o0 (P Jow

PVo(t).
(iii).Untuk setiap o () € D(D) berlaku,

Lemma 2
Untuk setiap s(t) € D(D) berlaku :

d
dt

Bukti :
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1+7

57 Jeto-
(D +2D Tja(t) - (D ;TD Ja(t) —P Do(?).

DPo(t)= D (

Diperhatikan persamaan Diract (3),
untuk mencari penyelesaian limit non
relativistik (¢ —> )  terlebih  dahulu
didefinisikan tranformasi :

T"H — H

w(t) e D) H—>T(w(?))
=s5(t) = (P, + Py (0).

P
Oleh karena itu y(t) = (P+ + —_]S(l‘).
c

—(PJr + ijs(t) =—i (D +VP, —2mP + Z;js(t).
c c

Dengan tranformasi T persamaan (3) dapat dinyatakan sebagai :

%(ﬂ +%j s(t)=—i (cD +mc*(r—1)+ V)(R +%) s(1)
Akibatnya
(P+ + zj 4 [R + i) s(t)=—i (P+ + ij (cD +mc’(t—1)+ V)(R + i} s(1)
c ) dt c c c
atau
i[g + Ej (}1 + 5] s(t) = —i (11 + 5] (cD+me>(c-1)+V) [}1 + 5) s(0)
dt c c c c
atau
4 (11 +52j s(t) = —i (11 + 5) (D +me*(z-1)+V) [1{ +£j s(?) )
dt c c c

Ruas kanan persamaan (4) dapat ditulis dengan :

-1 (P+ +£j cD (P+ +£] s(t)— i (P+ +£j me® (1) [P+ +£J s(t) —
c c c c
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i (11 +£j 14 (P+ + ij s(t). (5)
C C

Penghitungan selanjutnya dikerjakan untuk masing-masing suku persamaan (5) :
Diperhatikan suku ke-1 persamaan (5)

P
(R + P—j cD (11 + P—js(t) = (CRDR +PDP, +P.DP +P D— Js(t)
C C C

PPD

= [cP+PD +PPD+PP D+ j s(t) = (P_D +P,D) s(t) = Ds(t). (6)

Diperhatikan suku ke-2 persamaan (5) :

(P+ + P—"jmc2 (t- 1)(P+ + P—']s(t)
c c

={(P.mc> (t—1)P, +P.mc(t—1)P, +P,mc(t—1)P_+P m(t—1)P_|s(t)

=(-2me?P,P P, —2mcP P P, —2mcP,P P —2mP_ ) s(t)=-2mP_ (t). (7)
Diperhatikan suku ke-3 persamaan (5):

P P P P P_P
( P+ j V( P+ Js(t) =( PVP, +—VP +PV—+—V = Js(t)
C C C C C C

Selanjut
PPV PPV PV VP
= [RV + + +— js(t) = (PJ/ + C—ZJ s(1). (4.8)

C C C

nya Lemma dapat dibuktikan dengan persamaan 4,6,.7dan 8.m
Diperhatikan Lemma 2, jika ¢—> o0 maka didapat :

d
zﬂs(t) =-i(D+ VP -2mP )s(1), s(t) € (D). 9
t
Persamaan ini merupakan masalah Cauchy abstrak (3.1), dengan
A=—-i(D+VP.-2mP ) dan M = P.. (10)
Karena P, merupakan operator proyeksi self adjoint maka M merupakan operator self adjoint dan

terbatas.
Perlu diingat bahwa PH=Ker M , P"™H = (Ker M)* dan

OH =KerM™,Q"H = (Ker M)" . Karena M = P. merupakan operator self adjoint, maka PH =
QH = Ker M dan P"H =Q"H =(Ker M)" . Disamping itu karena M = P_ juga merupakan
proyeksi ortogonal maka H = P.H @ P H = (Ker M) ® Ker M. Dengan mengingat bahwa ruang
Hilbert H dapat dinyatakan sebagai hasil jumlahan langsung dari Ker M dan (Ker M)", serta untuk
setiap anggota H dapat dinyatakan secara tunggal dengan anggota Ker M dan (Ker M)", maka
berakibat P=Q=P dan P' =Q" =P

4

KESIMPULAN dibahas dalam ruang Hilbert dan suatu
Untuk menyelesaikan persamaan Dirac tranformasi tertentu, sehingga dapat direduksi
abstrak yang merupakan bentuk masalah ke bentuk berikut:

Cauchy degenerate dapat dilakukan dengan
terlebih dahulu mereduksi ke masalah Cauchy
nondegenerate. Hal ini dapt dilakukan dengan

d
ER st)=-iD+ VP -2mP )s),
menggunakan beberapa asumsi-asumsi yang !
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s(t)eD(D).  Persamaan ini meru-pakan
masalah Cauchy  abstrak,  dengan
A=—i(D+VP,—2mP) dan M=P,

dimana M merupakan operator yang invertibel.
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