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ARSTRAK--Lapangan merupakan salah satu bentuk gelanggang yang mempunyai sifat-sifat yang
cukup menarik untuk dikaji, khususnya lapangan yang banyaknya unsur berhingga atau yang lebih dikenal dengan
lapangan hingga. Yang menarik dari lapangan hingga adalah banyaknya rmsur yang terkandung di dalamnya, yang
ditentukan sepenuhnya oleh suatu bilangan prima yang merupakan karakteristik lapangan tersebut. Pada makalah
ini akan dikaji eksistensi dan ketunggalan lapangan hingga dengan order atau banyaknya unsur yang terkandung
di dalamnya merupakan perpangkatan suatu bilangan prima yang merupakan karakreristiknya, melalui dua buah
pendekatan, yaitu pendekatan melalui ruang vektor dan pendekatan dengan suku banyak

Kata kunci : karakteristilq order, suku banyak monik tak-tereduksi, ruang vektor
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PENDAHULUA}I
Lapangan yang banyaknya unsur

berhingga atau yang lebih dikenal dengan
lapangan hirggq merupakan salah satu bentuk
gelanggang yang mempunyai terapan yang
cukup luas di bidang informasi. Menurut
Koblitz [3] dan juga McEliece [4] beberapa
sub-bidang di dalam teori informasi yang
memanfaatkan "jasa" lapangan hingga ini
antaxa lain : laiptografi, pemrosesan citra
digital, komunikasi perambatan spektrum dan
koreksi kesalahan penyandian. Di samping
terapan atau peranan pentinguya di cabang
matematika yang lain seperti : teori bilangan,
teori grup, geometri proyeksi, dll [5, p.155].
Terlepas dari beberapa penerapannya dalam
berbagai bidang di atas, makalah ini hanya

Untuk menjawab pertanyaan-
pertanyaan di atas, terdapat beberapa
pendekatan yang dapat digunakan untuk
mengkaji eksistensi lapangan hingga dengan
order selain bilangan prima tersebuf di
antaranya pendekatan melalui ruang veklor dan
pendekatan dengan suku banyak. Dengan kedua
pendekatan di atas akan diperlihatkan bahwa

PEMBAHASAI{
Misalkan F suatu lapangan, dengan

mengingat kembali definisi karakteristik suatu
gelanggang dan mengingat lapangan adalah
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membahas kajian teoritis pada lapangan
hingganya saja-

Lapangan hingga senantiasa ada hal ini
dapat dilihat dari kenyataan bahwa untuk setiap
bilangan prima p, gelanggang bilangan bulat
modulo p merupakan lapangan hingga dengan
order atau banyaknya unsur yang terkandung di
dalamnya sebanyak p [5, Teorema 1.1, pp.2 -
3]. Berawal dari kenyataan ini, mtmcul
pertanyaan mendasar : apakah lapangan hingga
dengan order selain bilangan prima juga ada ?
Jika ad4 ada berapa banyakkah lapangan
hingga yang demikian atau tunggalkah
keberadaannya ? Bagaimanakah pula
mengkonstruksi lapangan hingga yang
demikian ?

lapangan hingga dengan order selain bilangan
prima juga ada" uniknya order dari lapangan
hingga ini merupakan perpangkakn suatu
bilangan prima dan lapangan yang demikian
senantiasa tunggal. Selanjutnya dengan
eksistensi suku banyak tak tereduksi, dapat
dikonstruksi lapangan hingga dengan order
selain bilangan prima di atas.
gelanggang yang mempunyai unsur satuarl
Durbin [1], memberikan definisi alternatif
untuk karakteristik suatu lapangarq dimana
karakteristik dari lapangan F, didefinisikan
sebagai bilangan bulat positif terkecil k
sedemikian hingga kl : 0, dengan 1
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menyatakan unsur satuan dari F. Jika bilangan
bulat k di atas tidak ada maka dikatakan F
mempunyai karakteristik 0. Dengan definisi
karakteristik lapangan di atas, dipunyai teorema
berikut ini :

Teorema I
Karakteristik suatu lapangan adalah 0 atau
suatu bilangan prima.

Eksistensi Lapangan Hingga
Misal diberikan bilangan prima p, maka

Zn - {a, l, ..., p - 1}, yaitu gelanggang
bilangan bulat modulo p merupakan lapangan
dengan order dan karakteristik p. Kenyataan ini
mengungkapkan bahwa lapangan hingga
senantiasa ada. Sekarang asumsikan dipunyai
lapangan hingga dengan order q. berikut ini
akan diberikan sebuah teorema yang
menyatakan eksistensi lapangan hingga dengan
order selain bilangan prima. Namun
sebelumnya akan diberikan beberapa lema
berikut ini :

Lema 1
Kuakteristik suatu lapangan hingga
senantiasa merupaknn bilangan prima.

Lema 2
Misallran F suatu lapangan hinga, maka F
memuat sub-lapangan yang isomorfis fo Zo,
dengan p suntu bilangan prima.

Bukti:
Misalakan F lapangan hingga dan 1
menyatakan unsur satuan dari F. Didefinisikan
barisan {uo, ur, uzo ...} di F dengan

uo : 0, uo : uo-l + l, untuk n: lr 2, ...
Dari pendefinisian barisan di atas, untuk
sebarang bilangan bulat positifs dan t berlaku :
I ] "+t=r]s*ut  (1)

danu*=tt" . l t '  (2)

Karena F lapangan hingga, maka u, tidak
mungkin semumya berbeda, dengan perkataan
lain terdapat pengulangan unsur di dalam {ui,
ur, u2, ...) di atas. Misalkan u; : u;+r adalah
pengulangan pertam4 yaitu unsur-unsirr u0, ur,
..., uj+k-r semuanya berbed4 tetapi u;+p = u;.

Menurut persama:ln (1) di atas, diperoleh u1nr -
B = ur,, sehingga u* = 0. Dimana 0 adalah unsur
pertama dari barisan {u"}, yang berulang untuk
pertama kalinya pada urutan ke-k. Dengan
demikian unsur-unsur dari {us, ur, ...? uk,l}
saling berbeda dan k merupakan karakteristik
dari lapangan F. Berdasarkan Lema I, k
merupakan suatu bilangan prima Tulis k : p,
dengan p suatu bilangan prim4 maka dipunyai
himpunan {uo, ur, ..., up-r} yang merupakan
sub-lapangan dari F yang isomorfis dengan
lapangan 4 = {I, 2, ..., p - 1}, melalui
pengaitan u; +> i.

Teorema 2
Misallran F suatu lapangan hingga dengan
dengan karakteristik p, dengan p suatu
bilangan prima, maka F memuat sebanyak q :

f unsur, dengnr n suatu bilangan bulat positif.

@:
Misalkan F lapangan hingga, maka menurut
Lema2, F memuat sub-lapangan yang isomorf
ke lapangan Zn. Sehingga menunrt [5, Teorema
4.1, p.441, F dapat dipandang sebagai ruang
vektor atas Zn. Karena F mempunyai order
hingg4 maka F sebagai ruang vektor atas Zo
mempunyai dimensi hingga, katakanlah tF : Zrl
= n. Misalkan B = {vr, yz, ..., v"} adalah untuk
F atas Zn, maka untuk setiap x e F dapat
dinyatakan secara tunggd sebagai kombinasi
linier:

X = C[l Vl * Ctz Vz * ... * O[o Vo,

untuk suatu &b &2, . .., ao e Zn.

Karena terdapat p kemungkinan untuk
setiap nilai cq dalam kombinasi linier di atas,
maka ada sebanyak p" kombinasi linier yang
menyatakan unsur-unsur yang berlainan dari F.
ini memperlihatkan bahwa F memuat tepat p"
unsur berlainan atau !l : po, untuk suatu
bilangan prima p dan bilangan bulat positif n.

Teorema 2 di atas mengatakan bahwa
jika diberikan suatu lapmgan hingga, maka
order lapangan hingga tersebut senantiasa
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merupakan perpangkatan bulat dari suatu
bilangan primq yang merupakan
karalteristiknya. Sebaliknya, jika dibedkan
sebarang bilangan prima p dan sebarang
bilangan bulat positifn, apakah senantiasa ada
lapangan hingga dengan order q = p" ?

Untuk menjawab pertanyaan ini, akan
diberikan terlebih dahulu beberapa lema berikut
in i :

Lema 3
Jika lapangan hingga F dengan order q ada,
maka untuk semuu bilangan bulat positif n,
terdapat palircg sedikit sebuah sulat banyak
berderajat n yang tak tereduksi atas F.

Lema 4
Jilca F suatu laVangmt hinga dan F* : F \ {0},
maks F* merupakan grup siHik terhadap
operasi perkalian.

Lema 5
Jika F suatu lapangan hinga dengan
lcarakteristik p, maka sular banyak xq * x €
Zo[xJ terurailcan atas falaor-faktor linier pada
F[xJ-

Bukti:
Misalkan F lapangan hingga dengan
karakteristik p, maka menurut Teorema 2, order
dari F adalah p", dengan n = [F : Zr]. Dengan
demikian grup multiplikatif F* dari unsur-unsur
tak nol di F mempunyai order p" - 1. Sehingga
unfuk setiap a e F berlaku aq-r = 1, dengan q:
p" dan aQ = a.

Dengan demikian suku banyak xq - x €
Zo[x] mempunyai q : p' akar berlainan di F.
Sehingga suku banyak xq - x dapat dituliskan

xe - x = (x- a1)(x - ar) ... (x - an),
dengan dr,a,20..., aq € F,
yaitu xq - x teruraikan ke dalam faktor-faklor
linier di F[x],

Lema 6
Misallron F lapangan hingga dengan
karalaeristik p, maka suku banyakf( x ) : xu -
x, dengan q : f, tidak mempmyai akar yang
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sama di dalam sebarang lapangan perluasan K
dari F.

Teorema 3
Untub sebarang bilangan prima p dan
sebarang bilangan bulat positif n terdapat
lapangan hingga dengan order f .

Egkti:
Pandang suku banyak xq- x € Znf{, dengan q
= p", maka terdapat lapangan perluasan F dari
Zn sedemikian hingga pada F[x], suku banyak
xq * x teruraikan atas faktor-faktor linier

xe-.x= (  x-a,  )  (  x-  az) . . . (  x-q )

dengan a'r,a,2, ..., aq € F.
Menurut Lema 6, xq - x tidak mempunyai akar-
akar yang sama di F dan karena suku banyak f
- x berderajat nr, maka a,r, b, ..., ao adalah q
buah akar berlainan dari xq - x.
Bentuk himpunan A = {a e F I aq: a}. Akan
diperlihatkan bahwa A suatu lapangan. Tampak
bahwa A * A dan A memuat q buah unsur yang
berlainan.
Selanjtrtnya misalkan 4 b e A, maka aq: a dan
bq = b, sehingga ( ab )n - aq bq = ab atau ab e
A. Perhatikan bahwa

(q\
dimana koefisien binomial l-l senantiasa

\r)
habis dibagi oletr q, untuk 1 < r < q - 1.
Sehingga ( a + b )o = ao + bq = a + b atau a + b
eA.

Dengan demikian karena A suatu
himpunan bagian hingga dari suatu lapangan
dan terhrtup terhadap oprasi penjumlahan dan
perkalian, maka A merupakan sub-lapangan
dari F.

Akhirnya karena A mempunyai q = pn
buah unsur, maka terbuftti bahwa A suatu
lapangan hingga dengan order p".

( a + b )q : aq + qaq-rb,. [:) aq-2b2 + ...
\2)

+ qabtr + bq,

I
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Ketunggalan Lapangan Hingga
Dari pembahasan sebelumnya diketahui

bahwa untuk sebarang bilangan prima p dan
sebarang bilangan bulat positif rq lapangan
hingga dengan order p" senantiasa bisa
ditemukan. Permasalahan yang mlmcul di sini :
berapa banyakkah lapangan hingga dengan
order atau banyaknya unsur merupakan
perpangkatan bulat suatu bilangan prima di atas
? Di sini akan diperlihatkan bahwa dua buah
lapangan hingga sebarang dengan banyaknya
unsur yang terkandung di dalamnya sama
senantiasa isomorfis.
Namun sebelumnya akan diberikan terlebih
dahulu lema berikut ini.

Lema 7
Jil@ f( x ) adalah sulcu barryak berderajat n
yang tak teredulai atas Z, malw f(x) membagi
xQ -x, dengan q: p'.

Teorema 4
Jikn E dan F adalah lapangan-lapangan
hingga dengan order yang sama, malca E dan F
saling isomorfu.

E&i:
Misalkan E dan F adalah lapangan-lapangan
hingga dengan order pn, untuk suatu bilangan
prima p dan bilangan bulat positif n. Maka
menurut Lema 4, F* merupakan grup siklilq
katakanlah dibangun oleh sebuah unsur b e F.
Dengan demikian Zo(b) adalah lapangan yang
diperoleh dengan menggabungkan b pada 7r,
yang tidak lain adalah F sendiri, Karena [F : Zo]
= n, maka b adalah aljabar atas 14 dengan
derajat n, dimana n = 5( g(x) ) dan g(x) adalah
suku banyak minimal untuk b di Z[x] serta g(x)
tak tereduksi atas Z.
Pandang pemetaan

V : 4[x] -+ F: Zo(b),
yang didefinisikan oleh V( {x) ) = (b), untuk
setiap (x) € 4lxl, maka V adalah
homomorfisma dari Zo[x] ke F yang bersifat
pada dengan Ke(V) = (g(x)), yaitu ideal dari
ZnVl yang dibangun oleh g(x). Dengan
demikian F = Zo[x] / (g(x).

Selanjutnya karena g(x) suku banyak
berderajat n yang tak tereduksi di Zn[x], maka
menurut Lema 4, g(x) harus membagi suku
banyak xq - x, dengan q = p". Di sisi lain,
karena suku banyak xq - x teruraikan atas
faktor-faktor linier di E[x], yaitu :

xe - x = (x - a1)(x - az) ... (x - ao),
dengan &r,82, ..., aq € E.

Dengan demikian q(x) harus membagi

(x - a1)(x - a2) ... (x -q).

Menurut Herstein [2, Akibat 4.5.10, p.160],
g(x) tidak mungkin relatif prima dengan semua
x - ai di E[x]. Dengan perkataan lain, terdapat
suatu j e {1, 2, ..., m} sedemikian hingga g(x)
dan x - a; memplmlai suku banyak persekutuan
dengan denjat paling sedikit satu. Atau lebih
tepatnya" x - q membagi g(x) di E[x], yaitu
g(x) : (x - q) h(x), untuk suatu h(x) e E[x].
Dengan demikian g(ar) = 0.
Kemudian karena g(x) tak tereduksi di Zo[x]
dan a; adalah akar dari g(x), maka g(x) adalah
suku banyak minimal untuk ar di 7,r!x]..
Sehingga Zu(E) = Zn[x) / (e(x)) = F dan
diperoleh [Zr(t) : Zof = n. Juga karena Zn@) c
E dan IE : Zo] = n, maka 4(q) = E. Akibatnya
E = 4(q) = F, yaitu E dan F adalah lapangan-
lapangan yang isomorfi s.

Pengkonstruksian Lapangan Hingga
Ide dasar untuk mengkonstruksi

lapangan hingga dengan order p", dimana p
suatu bilangan prima dan n suatu bilangan bulat
positi{ diberikan oleh Durbin [, Teorema
40.1, p.1801. Di mana lapangan ini dikonstruksi
dengan memanfaatkan eksistensi suku banyak
monik tak tereduksi dengan derajat n.
Meskipun tidak ada aturan yang baku dalam
pemilihan suku banyak tak tereduksi ini untuk
mengkonstruksi lapangan suku
banyak yang terpilih ataupun tidak senantiasa
menghasilkan lapangan yang isomorf.

Secara garis besar, pengkonstruksian
lapangan hingga di atas dapat dilakukan sebagai
berikut:
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1. Pilih suku banyak (x) dengan Contoh: _
derajat n yang tak tereduksi di Suku banyak 1 + x * x" € h[x1iefr- tereduksi
Zol4. atas 22. Oleh karena itu 7'z[x] / (l + x-+ x3)

2. Diperoleh ideal ((x) dari Zn[x] adalah lapangan hingga dengan order 2' = 8.
dan Z,n[x] / ((x) adalah lapangan Tabel Cayley untuk operasi-operasi lapangan
hingga yang diinginkan, dengan diberikanoleh:
order p".

Tabel 1. Oper*si Penjumlahan

Tabel 2. Operasi Perkalian

+ 0 I 0[ 1+a t t+d s+t 1*cr*oz
0 0 I ct, 1+a * l+ct" a*cr' l+ct+a'
1 I 0 1+a ct, l*az { l+c[+oz a+az
ct ct 1+cr, 0 I a+a' 1+cr+cr,z t l+c[2

l+a' 1+a. c[ I 0 l+c[+c[' a+t l*u," (['

d a' 1+{r' ct*c[' 1+a+ocz 0 I c[ l+cr,
1+cz 1+u' * 1+cr,+c' cr+crz I 0 l+a ct,

a+d a+gz 1+o+a' az l+ez o 1+g 0 I

1+0,+or' 1*cr*cr' &*a' l+c[' * 1+cr ct, I 0

a 0 I o l+or t l+az s+t 1+cr,+cr,z
0 0 0 0 0 0 0 0 0
I 0 I 0 l+cr a' l#s," c[+c[' l+cr+otz
0t 0 ([ a' a+g' 1+s 1 1+cr+crr l*uz

l+or 0 l+cr a*a= l+a' l+cr+ocr * I o
t 0 at l+a 1+a+cr,' ct*c[' o[ l*c' I

l+oz 0 l+a" I d" ct, l*o*cr' l+ct, c[*c['
a+az 0 alat l+c+a/ I l*qt l*a c[ d:

l*a*c1,2 0 1+cr,+CIz I'to..z g, I a*a' U., l+cr

I
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Hasil perhitungan pada kedua tabel di atas
mengacu pada aturan operasi di Zz. Sebagai
contoh( 1+u2)+( 1*cr* a ' ) :2*a'*
2& =0 + cr + 0 : a, yaitu di dalam operasi
penjumlaha4 koefisien-koefisien hasil
penjumlahan direduksi dengan aturan yang
berlaku pada h. Sedangkan untuk operasi
perkalian" penyederhanaan hasil perhitungan
mengacu atuftxl : Jika (n) : (l + d, + cr3)
q(a) + (a), maka (cr) = r(a). Sehingga
( l  +ct 'z)( l  +a+c2)

=1*cr,+2*+crt+crn
=1*cr+(I ,3+ctudia[x] .

Di sisi lain 1 + g +o3 + a'4 = (1 + c[ + c[) 1t
+ a) + (cr + c,2) dr 7n!x1, dengan demikian 1
*g*o3+c[4=a+612dan
(1 + cr2x1 + 6r + a2) = ct + 6'2 pada tabel.

SIMPTTLAI{
Dari hasil pembahasan di atas dapat

disimpulkan bahwa untuk sebarang bilangan
prima p dan sebarang bilangan bulat positif rq
lapangan hingga dengan order p" senantiasa
ada dan semua lapangan dengan order ini
saling isomorfl
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