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ABSTRAK-—Analisis kestabilan dari persamaan diferensi tak linier dilakukan melalui uji teorema
yaitu dengan menyelidiki titik setimbang X * . Analisis kestabilan dari fungsi diferensi f dalam teorema-

teorema yang telah dikaji menunjukkan bahwa jika | f '(x*)| <1 berarti titik setimbang stabil asimtotik,
sedangkan jika | f ! (x*)| > 1 maka titik setimbang tidak stabil, kemudian jika | f ! (X*)| =1, kestabilan dari
titik setimbang belum bisa disimpulkan. Di sini akan dikaji kestabilan dari titik setimbang pada kasus dimana
| f '(x*)| =1. Kajian dilakukan dengan memperhitungkan faktor f"'(x*) dan f'"'(x¥*) sehingga pada

akhirnya dapat disimpulkan kestabilan dari titik setimbang x*. Analisis kestabilan juga dapat dilakukan
dengan diagram Cobweb. Untuk persamaan diferensi logistik, kestabilan titik setimbang bergantung pada

nilai dari parameter /£ .

Kata kunci: kestabilan, persamaan diferensi, titik setimbang, diagram Cobweb.

PENDAHULUAN

Pada dasarnya, pertumbuhan
makhluk hidup pada suvatu populasi
merupakan proses yang berlangsung secara
diskret, di mana pengukurannya dilakukan
setiap selang waktu tertentu. Untuk
menggambarkan proses tersebut secara
matematis, digunakan persamaan diferensi

yang menggambarkan hubungan
ketergantungan antara jumlah populasi pada
sistem

dinamik adalah mempelajari perilaku
dari solusi sistem di sekitar titik setimbang
(Elaydi, 1996). Untuk mempelajari perilaku
dari solusi sistem tersebut digunakan suatu
pendekatan yang disebut analisis kestabilan.
Analisis ini dapat dilakukan dengan beberapa
cara seperti melakukan penyelidikan terhadap
perilaku titik setimbang dari persamaan
diferensi. Titik setimbang dan kestabilannya
dapat memberikan informasi mengenai
perilaku solusi dari persamaan diferensi tak
linear. Perilaku titik setimbang Xx* dapat
diselidiki melalui turunan dari persamaan
diferensi f pada titik  x*, kondisi

kestabilan dari titik setimbang x* dapat
ditentukan dari beberapa kriteria f"(x*),

antara lain pada saat f'(x*) <1, f'(x*)>1
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waktu yang berturut-turut. Sebagian besar
model perkembangan dan pertumbuhan
makhluk hidup mengikuti kaidah yang
berkaitan dengan bentuk-bentuk dari fungsi
non-linier, salah satu contoh model
pertumbuhan ini adalah model pertumbuhan
logistik.

Salah satu tujuan utama dari

, dan | f'(x*)| =1. Telah banyak pembahasan

mengenai kestabilan dari titik setimbang
pada kondisi di mana f'(x*)<1l dan

S >1,
| A (x*)| =1 ©belum dapat disimpulkan

kestabilan dari titik setimbang. Oleh karena
itu, dikembangkan kajian kestabilan yang

sedangkan pada saat

memenuhi kasus | f '(x*)| =1 karena stabil

tidaknya suatu permasalahan persamaan
diferensi harus diketahui. Selain melakukan
penyelidikan  terhadap  perilaku  titik
setimbang dari persamaan diferensi, analisis
kestabilan juga dapat dilakukan melalui
metode grafikal.
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TITIK SETIMBANG
Persamaan  diferensi tak linier

mempunyai bentuk  f (%,n] =0.
x(n

Analisis kestabilan dari persamaan diferensi
tak linier dikaji melalui penyelidikan
terhadap titik setimbang. Berikut ini
diberikan  penjelasan  mengenai  titik
setimbang.

Definisi 2.1
Suatu titik x* dalam domain f merupakan
titik setimbang persamaan

x(n+1) = f(x(n))

(1
jika titik ini merupakan titik tetap f, yaitu f
(x*) =x*
Dalam grafik, titik setimbang adalah
koordinat x pada titik di mana grafik f
berpotongan dengan garis diagonal bersudut
45° y=x.

Definisi 2.2

Jika x adalah sebuah titik pada domain f. Jika
ada bilangan bulat positif 7dan titik
setimbang x* dari persamaan (3.1.1)

sedemikian schingga f"(x)=x%*, dan
f'(x)#x*, maka x adalah titik
setimbang yang dihasilkan.

Definisi 2.1.1

a. Titik setimbang x* dikatakan stabil
jika diberikan & >0, ada ¢ >0 sedemikian
sehingga untuk sebarang x dan #n >0,

|x -X *| <o menyebabkan
‘f” (x)—x *‘ < & untuk semua 1 > 0.

Titik setimbang x* tidak stabil jika ada
£ >0 sedemikian sehingga untuk sebarang
0>0, maka ada x dan #n sedemikian

sehingga |x—x*| <0 dan ‘f”(x)—x*‘zg

b. Titik x* dikatakan atraktif jika ada
n > 0 sedemikian sehingga |x(0) —-X *| <n
menyebabkan lim x(7) = x *.

Jika 77 =c0, x* disebut global atraktor.
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c. Titik x* dikatakan titik setimbang stabil
asimtotik jika stabil dan atraktif. Jika 77 =0,
maka x*dikatakan titik setimbang stabil
asimtotik global.

Teorema-teorema di bawah ini menjelaskan
mengenai kriteria kestabilan asimtotik pada
titik setimbang.

Teorema 2.2.1

Jika x* adalah titikk setimbang dari
persamaan diferensi

x(n+1)= f(x(n)) 2)

dimana f terdifferensial secara kontinu pada
x * . Maka pernyataan berikut berlaku:

i Jika | 1 (x*)| <1, maka x* stabil
asimtotik.
il. Jika |f'(v*)| >1, maka x* tidak stabil.

Teorema 2.2.2

Misalkan x* adalah titik setimbang dengan
f'(x*)=1. Maka pernyataan berikut ini
berlaku:

i. Jika f"'(x*)=# 0, makax* tidak stabil.
it. Jika f"(x*)=0 dan f"'(x*)>0,
maka x* tidak stabil.

iil. Jika f"(x*)=0 dan f'"'(x*)<O0,
maka x* stabil asimtotik.

Untuk kasus dimana

f'(x*)=-1,
digunakan teorema sebagai berikut:

Teorema 2.2.3

Misalkan untuk titik setimbang x * berlaku
f'(x*)=—1 dan

3
SF)=—=7""(x*)— E[f"(X*)]2 3)
Maka x* stabil asimtotik jika S(x*)<0 dan
x* tidak stabil jika S(x*)>0.

Definisi 2.3.1

Jika b berada pada domain f. Maka:

i b disebut titik periodik dari fjika
f¥(b) = b untuk suatu k eN.

Orbit periodik dari b,

O(b) = {b, f(b), £ (D)...., £ (b)} disebut
cycle-k.
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ii. b  disebut periodik-k yang
terbentuk jika untuk suatu bilangan bulat
positif m, f"(b) adalah titik periodik k.
Dengan kata lain, b adalah periodik & yang
terbentuk jika

fmEb) =11 b).

Definisi 2.3.2

Jika b adalah titik periodik k dari f. Maka b
adalah

i. Stabil jika titik tersebut adalah titik tetap
stabil dari f*.

ii. Stabil asimtotik jika titik tersebut adalah
titik tetap stabil asimtotik dari /.

iii. Tidak stabil jika titik tersebut adalah titik
tetap tidak stabil dari f* .

Teorema 2.3.1

Jika

O(b) = {x(0) = b, x(1) = f (B),...., x(k =1) = /" (B)}
adalah cycle —k dari sebuah fungsi f yang
terdifferensial ~ secara  kontinu.  Maka
pernyataan-pernyataan berikut berlaku:

i. Cycle — k O(b) stabil asimtotik
jika

| (x(0)) £ (x(1)).. /" (xR = D)) <1

ii. Cycle —k O(b) tidak stabil
jika

/1 (6(0) £ (x(1))... /" (x(k = D) > 1.

PERSAMAAN DIFERENSI LOGISTIK
Misalkan ~ N(f+1) menyatakan

populasi spesies pada tahun #+1 dan N(¢)

menyatakan populasi pada tahun
sebelumnya. Maka populasi N(# + 1) adalah

fungsi dari t dan N(¢), yaitu:
N(@+1) = f(#,N@), t=012,.

4)

Selanjutnya dengan mengasumsikan
bahwa fungsi f pada persamaan (4) hanya
bergantung pada N(¢) dan tidak bergantung

pada ¢, maka persamaan (4) menjadi:

N(+1)= f(N(), t=012,..

()

Pembahasan dibatasi pada kasus

persamaan diferensi logistik. Persamaan

diferensi logistik mempunyai bentuk yang

analog dengan persamaan differensial
logistik, yaitu:

d—Ner(l—Ej,
dt K

dengan, r = laju pertumbuhan populasi
N = jumlah populasi pada saat
waktu ¢
K = carrying capacity

Nilai » dan K biasanya didapatkan secara
eksperimental. Definisi laju pertumbuhan
populasi yang bergantung waktu adalah
N@E+AH)—-N()
=R(N(®),
At N(t)

(0)
dengan laju pertumbuhan diukur sepanjang
interval waktu Af yang bergantung terhadap
populasi N(¢), At sering disebut sebagai
waktu diskretisasi, yaitu waktu diskret
dimana perubahan yang terjadi dihitung. Jika
terdapat faktor keterbatasan, maka laju
pertumbuhan  menurun  seiring  dengan
bertambahnya populasi, situasi ini dapat
dimodelkan menggunakan persamaan
logistik diskret
N(t+At)=N(@t)=AtN@) [r—a N@)],

atau secara ekuivalen dapat ditulis

K

N(t—l—At)—N(t):AtN(t)[r—rw:| , @)

dengan K = i.
a
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Selanjutnya apabila N(z) diukur
(Ar=1).
persamaan (7) dapat dilakukan dengan
penghitungan solusi secara numerik. Dengan
mengambil notasi

t=nAt, dan
N(@)=NmAt)=N(n),

Maka persamaan (7) menjadi

setiap  tahun Penyelesaian

N(n)

N(n+1)—N(n) =N(n)[r—r7}

N(n+1):(1+r)N(n)|: R0

N(n+1) =/¢N(n)|:l—¥:|,

®)
K1+r) .
dengan g=1+r dan k=——=_ Bila
r
dimisalkan x(n) = % , maka persamaan
(8) menjadi:
x(n+1) = ux(n) (1 - x(n)) .

€)]

dengan, x(n+1) = jumlah populasi

pada saat (n+1)
x(n) = jumlah populasi pada saat

n
U = parameter positif
KESTABILAN PERSAMAAN
DIFERENSI LOGISTIK
Persamaan diferensi logistik

mempunyai bentuk seperti pada persamaan
(9), yaitu:

x(n+1) = ux(n)(1-x(n)),
x(n) €[0,1], £>0

(10)

Persamaan tersebut muncul dari
pengiterasian fungsi ), (x) = px(1—x).

Analisis  kestabilan  persamaan
diferensi logistik pertama-tama dilakukan

dengan menentukan titik setimbang dari
persamaan (10). Titik setimbang dari
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persamaan (10) diperoleh dengan
menyelesaikan persamaan:
F (x*)=x*
(11)
Schingga,
F (x*)=x*
o uxt*(l-x)=x*
-1
< x* =0 dan x*, =A=
7
(12)

Selanjutnya, untuk menentukan kestabilan
dari titik-titik setimbang, digunakan teorema
2.2.1. Analisis dilakukan secara terpisah
untuk masing-masing titik setimbang, yaitu:
(1). Untuk titik setimbang x* =0
Untuk mengetahui kestabilan dari
titik setimbang x* =0, digunakan
teorema 2.2.1 yaitu dengan menghitung
turunan  pertama dari persamaan

diferensi logistik untuk nilai x* =0,
yaitu:

F' () = % F,(x)

=L x=x)= u(1-x)- ux
dx
F(x) = u(l-2%)

(13)
B, (x*)=F,(0)=u

(14)

Berdasarkan teorema 2.2.1, titik
setimbang x* stabil asimtotik jika

|/"(x*) <1, dan tidak stabil jika
|f'(x*)| > 1. Untuk x*, =0, maka
a. x* ; = 0 stabil asimtotik bila
|, () <1,
Dari persamaan (14) diperoleh

F',(0)=y, sehingga x*=0
stabil asimtotik bila
7
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oS -l<u<l
Karena syarat yang harus dipenuhi
pada persamaan (10) adalah >0

0.84
0.6+
#(n+1)

0.44

0.29

xir)

Diagram Cobweb untuk F,(x) dengan

H= 0.7 Xy = 0.5

b. x* =0 tidak stabil bila |F", (x*)|>1,

maka x* =0 stabil asimtotik
pada interval 0 < £ <1.

05
0.4
03
02

01

Grafik £ () dengan ;=07 .x, ~05

Dari persamaan (14) diperoleh "', (0) = z, sehingga x* =0 tidak stabil bila

|,u|>1
S pu<—1atau g>1

Karena syarat yang harus dipenuhi pada persamaan (10) adalah x>0 maka x* =0

tidak stabil saat 2 >1.

o [ 0’4 0’8 G 1

Diagram Cobweb untuk F,(x) dengan
u=17,x,=0.1
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0.4

0.3

#n) g.z254

0.2

0.1

o
hJ;
i
o
o
5

Grafik F (x) dengan 4=1.7,x, =0.1
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c. Untuk g =1,

Dari persamaan (13) diperoleh F', (x)=
F' (x*)=1.
Karena F' (x*)=1, maka penyelidikan

H#(1—2x) sehingga nilai

kestabilan dari  x* =0 menggunakan
teorema 2.2.2, yaitu dengan menyelidiki

turunan kedua dan ketiga dari F, (x*).

14

0.5 4
-1 068 -06-04-02 2 0406 0O 1
0.5

Diagram Cobweb untuk F (x) dengan

u=l,x, ,=05dan x;, , =-0.2

(2). Untuk titik setimbang x*, = u—1/pu
Pada titik setimbang
x*, =u—-1/pu, jika x(n)e[0,1] maka
syarat yang harus dipenuhi adalah 2 >1.
Untuk mengetahui kestabilan dari titik
setimbang x*, =pu—1/pu, digunakan

teorema 2.2.1 yaitu dengan menghitung
turunan pertama dari persamaan diferensi
logistik untuk nilai x*, = g—1/ . Dari
persamaan (13) diperoleh

F', (x) = pu(1—2x) sehingga
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F" () =24

(15)

F”'/l (X) =0

(16)

Maka, F", (x)=F" (0)=-2+0

sehingga menurut teorema 2.2.2, x*=0
tidak stabil untuk z=1.

0.5
0.4
) 0.3
0.24

0.1

Grafik F (x) dengan pg1=1,x,=05

Voo e | AL
F/t(“\*)_F/t( j_

U
-1
u
Maka:
a. x*, = u—1/ p stabil asimtotik bila
l ) -1
IF*, () :‘F ﬂ[”—j —[2- <1
7
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(17) Penyelesaian persamaan (17) adalah 1 <y < 3.

0.664
1
0.644
Bh 4 0.62
; 069
06 u(n) e
x(n+1)
- 0.56
0.541
0.24 052
0.5
o 1] 2 4 B =] 10
(n) n
Diagram Cobweb untuk F (x) Grafik F,(x) dengan 1 =2.7,x, =0.5

dengan 4 =2.7,x,=0.5

b. x*, = u—1/ y tidak stabil bila

|F'ﬂ (x*)| = ‘F‘ﬂ (”7_1) =[2-4>1

(18) Penyelesaian dari persamaan (18) adalah:

2—u<-1 2—u>1
S pu>3 Atau < p<l
Untuk g <1, nilai tersebut tidak memenuhi syarat karena untuk titik setimbang
x*, = u—1/u,jika x(n) €[0,1] maka syarat yang harus dipenuhi adalah 2 >1.
Jadi, x*, = u—1/ u tidak stabil ketika 2> 3.

0.8

0.8
0.7
0.5 - n&
x(n+1) p in)

0.5
0.4+

0.4+

0.2+ e

0.24

u(n)

Diagram Cobweb untuk F,(x) dengan

Grafik £, (x) dengan 1=3.7,x,=0.2
u=37,x,=02

¢. Untuk =3,
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Dari persamaan (13) diperoleh F', (x)—
4(1—2x) sehingga nilai  F"'; (x*)=-1.
Karena F'y(x*)=-1, penyelidikan

-1
kestabilan dari titik setimbang x*, = H#=1

menggunakan teorema 2.2.3, yaitu dengan
menyelidiki nilai dari

3
S(*)=—f""(x*) _E[f”(x*)]2 :
Turunan  kedua  dan  ketiga  dari
F (x) = pux(1-x) diperoleh dari

persamaan (15) dan (16) yaitu:
F",(x)==2u ,dan F"' (x)=0,

0.8

BN

0.4

x(n+1)

0.2

0 n>2 04 (i3 0’6 i
in)

Diagram Cobweb untuk F,(x) dengan
#=3,x,=05

Analisis Kestabilan Pada Cycle — 2 dari
Persamaan Diferensi Logistik
Cycle — 2 dari persamaan diferensi
logistik merupakan titik tetap dari iterasi
kedua  persamaan  diferensi  logistik
2 _ . .
F u(x)=F(F,(x)). Berikut ini akan
dijelaskan terbentuknya cycle —2  dari
persamaan diferensi logistik serta kestabilan
dari titik setimbangnya.
Pada cycle-2, persamaan yang
2 _
terbentuk  adalah  F"u(x) = F(F,(x))

yaitu:
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Maka F",(x*)=F", [#—_1j =—6 dan
U

F"', (x*)=F", [—”_ljzo. maka
7]
menurut teorema 2.2.3,
3
S(x”‘)=—f'”(X"‘)—E[f”()f")]2
3
= —F#'”(x*)—E[F#"(x*)]2 =-54<0

Karena S(x*) <0 maka menurut teorema
2.2.3, x* stabil asimtotik pada x=3.

Grafik F (x) dengan ©=3,x,=0.5

F2u(x) = @x (=01 = px (1=)]

(19)
Analisis kestabilan pada cycle-2
dilakukan  dengan  menentukan  titik

setimbang dari F,(x). Titik setimbang dari
F?,(x)diperoleh dengan menyelesaikan
persamaan (11):
F?u(x*)=x*
=
1rx*F(1=x9)[1— pux*(1—x*¥)]-x*=0

(20)
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<~

—x*(yx*Jrl—,u)(yz(x*)z —,uzx*—yx*+,u+l)= 0= x*,

21
Dua faktor yang pertama yaitu x* dan
(,ux*+l— y) merupakan solusi periode-1
diferensi
2 () = p(p+ Dx* 4+ 4+1=0
merupakan solusi periode-2 dari persamaan
diferensi logistik. Maka, cycle-2 dari
persamaan diferensi logistik merupakan
penyelesaian dari persamaan:

127 (x%) = p(u+Dx*+u+1=0

persamaan logistik, dan

(22)
S

|~ ) ) — A’ (1)

* *
x*,x%, >

2p

o _ )= (u=3)u+l)

=% >

(23)

_ A+ +y(u=3)(u+)

2u

24

Dua akar pada persamaan (23) dan (24)
bernilai riil bila g >3, sehingga cycle —2
ada asalkan p>3.

Selanjutnya untuk menganalisis
kestabilan pada cycle-2, digunakan teorema
2.3.1. Dari teorema tersebut, cycle-2 stabil
asimtotik jika

|, (e )F ()| <1
(25)

karena F' (x)= wu(1-2x), maka
persamaan (25) menjadi:

(1 =2x%) (1207, <1

Dengan menggunakan sifat nilai mutlak maka persamaan (26) menjadi:

—1<7(A=2x*)(1-2(x*) <1

<:>—1<ﬂ2[1_((1+“)_ (u—3)(u+1)JJ{1_((1+y)+ (ﬂ_3)(ﬂ+1)JJ<1
7

& —l<—p’ +2u+4<l1

Penyelesaian persamaan (27) adalah:

. — P +2u+4>—1
< 1—\/g<,u<1+\/g

Indah Uswatun, Sutimin : Analisis Kestabilan...

(26)
Y7,
27
) — P+ 2u+4<l1
& pu<—latau u>3
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maka himpunan penyelesaian dari persamaan

27) adalah 3 < g <1++/6 ~3.44949 .
Jadi, cycle-2 stabil asimtotik jika nilaiu
i1

0.8

0.5

win+1)

0.4

0.29

u}

Hin)

Diagram Cobweb untuk F,(x) dengan
u=343,x,=0.6

SIMPULAN

Berdasarkan pembahasan di atas,
dapat disimpulkan bahwa analisis kestabilan
dari model persamaan diferensi tak linier
dikaji melalui uji teorema, yaitu dengan
menyelidiki  titik  setimbang x*  dari
persamaan diferensi f. Uji teorema-teorema
tersebut menunjukkan bahwa  jika

| f '(x*)| <1 maka titikk setimbang stabil
asimtotik, jika |f"(x*)|>1 maka titik

setimbang tidak stabil, dan jika | f '(x*)| =1
maka kestabilan dari titik setimbang belum
dapat disimpulkan. Untuk kasus | f '(x*)| =1,
kestabilan ditinjau dengan memperhitungkan
faktor f''(x*) dan f""'(x*).

Kestabilan dari persamaan diferensi
logistik bergantung dari nilai parameter .
Persamaan diferensi logistik ini mempunyai
dua titik setimbang yaitu 0 dan u—1/u.
Titik setimbang 0 stabil asimtotik pada
interval O< <1, sedangkan  titik
setimbang £ —1/u stabil asimtotik pada
1< pu<3.

Dari grafik persamaan diferensi
logistik terlihat bahwa untuk g <1, bila
n —> o0 maka x(n) — 0 yang berarti bahwa
jumlah populasi makin lama makin menurun
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berada pada interval

3<pu<1++6 ~3.44949 .

0.5+

Grafik F,(x) dengan 4/ =3.43,x,=0.6

dan menuju kepada kepunahan. Untuk
1< u <3, jumlah populasi pada akhirnya
menuju pada keadaaan setimbang, dan untuk
3<u<l+ V6 ~3.44949 , jumlah populasi

selalu berosilasi diantara dua nilai dan
bersifat stabil. Untuk nilai g yang lebih

besar lagi, pertumbuhan  populasi
menunjukkan suatu keadaan yang kacau dan
tidak beraturan.
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