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Abstact

The Kalman filter is a recursive solution to the process linear filtering problem that can remove the noise
from signal and then the information can useful. The process that use Kalman filter must be approximated
as two equations of linear system, state equation and output equation. Computation of Kalman filter is
minimizes the mean of the square error. This paper explore the basic consepts of the Kalman filter
algorithm and simulate its to filter data of gyroscope to get a rotation. The measurement noise covariance
determines how much information from the sample is used. If measurement noise covariance is high show
that the measurement isn’t very accurate. The process noise covariance contributes to the overall
uncertainty of the estimate as it is added to the error covariance matrix in each time step. If the error
covariance matrix is small the Kalman filter incorporates a lot less of the measurement into estimate of

rotation.
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Pendahuluan

Pada tahun 1960, R.E. Kalman mempublikasikan
makalahnya yang merupalan solusi recursive tentang
masalah filter pada proses yang linier, sehingga filter
tersebut dikenal dengan nama filter Kalman. Filter
Kalman dapat menghi-langkan noise dari suatu sinyal
yang mengandung informasi dan mengambil in-
formasi ter-sebut untuk diproses lebih lanjut. Suatu
proses yang menggunakan filter Kalman untuk mem-
filter noise harus dapat disajikan dalam dua per-
samaan, yaitu persamaan state dan persamaan kelu-
aran. Masing-masing persamaan mempunyai noise
dan saling bebas, sehingga tidak ada korolasi silang
antara kedua noise.

Hasil perhitungan optimal yang digunakan untuk
mendapatkan nilai estimasi pada Kalman dilakukan
dengan meminimalkan rerata kuadrat error. Pada
simulasi ini diperlihatkan rotasi (sudut) pada 1 derajat
kebebasan yang dilakukan dengan memberikan nilai
covarieance dari noise pengukuran dan covariance
dari noise proses yang berbeda-beda untuk melihat
pengaruh dari masing-masing noise. Data sinyal
masukan yang diberikan berupa kecepatan sudut
yang nilainya konstan.

Filter Kalman

Filter Kalman digunakan untuk menyelesaikan per-
masalah estimasi state pada suatu proses yang dapat
dinyatakan dalam persamaan deferensial linear
seperti pada persamaan 1."!

X1 = f(xksuwwk)
'xk+l = Ak'xk +Bkuk + Wk ........................... (1)

Noise pada proses diasumsikan sebagai proses ran-
dom berdistribusi normal seperti pada persamaan 2.
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Nilai matrik Q, dapat dihitung dengan menggunakan
persamaan 3 (14

O, =8, = E(WkaT)

o o .
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Dengan Gy merupakan fungsi alih yang menghu-
bungkan antara sinyal masukan o dengan keluaran
state x. Dari persamaan 1 terlihat bahwa state x
belum bisa diobservasi, sehingga untuk melakukan
observasi diperlukan model pengukuran yang
memetakan state ke keluaran y yang dapat diob-
servasi seperti pada persamaan 4.

Vi = h(xka"k)

Vi =H X, + Ve, 4)
Noise pada pengukuran diasumsikan sebagai proses

random berdistribusi normal seperti pada persamaan
5.

E(V) =0 dan E(vl.va)Z R, untuki=k. ... 5)

Diasumsikan pula bahwa proses random w dan v
adalah saling bebas, sehingga nilai crosscorrelation
adalah nol.

E (Wivf ) = Quntuk semua idank. .......c..ccoco....... (6)
Nilai estimasi state X, pada filter Kalman ditentukan
dari estimasi posteriori fck serta selesih antara
pengukuran sebenarnya ), dan estimasi pengukuran
HXx, seperti pada persamaan 7.

2= 8+ K (0 —HE) o )

A

X, =x,;+Kk(Hkxk +v, —Hx,:)
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Selisih nilai antara pengukuran sebenarnya y, dan

estimasi pengukuran HX, disebut sebagai residual

atau pengukuran innovation. Jika nilai residual
adalah nol, maka hal itu menunjukkan bahwa hasil

estimasi sama dengan hasil pengukuran. Nilai K X
adalah faktor gain pada filter Kalman.

Pada filter Kalman dipilih nilai K, schingga esti-
masi posteriori adalah optimal atau mempunyai error
yang minimum. Nilai Py minimum diperoleh jika
nilai Ky dapat menyediakan estimasi yang mem-
punyai covariance minimum. Penyelesaian untuk

mendapatkan Py minimum adalah apabila nilai K,

sebagai berikut.

K, =P HIH P H +R) " o ®)
Nilai B, minimun adalah sebagai berikut

Po=(I =K H )P o ©)

Karena tidak ada nilai korolasinya dengan noise yang
lain W, , maka nilai estimasi priori diberikan pada
persamaan 10 yang diperoleh dengan menghilangkan

noise w, dari persamaan 1,

X = AX, + Bty o, (10)
Nilai covariance dari error
T
P=AP A 40, oo (11)
Perancangan

Keluaran sensor gyroscope adalah berupa tegangan
yang menyatakan besaran kecepatan sudut. Besar
sudut dari keluaran sensor dapat dihitung dengan cara
mengintegralkan, sehingga hubungan antara sinyal
kecepatan sudut dan keluaran sudut diperlihatkan
pada Gambar 1.

u 1 0
— >
Kecepatan sudut | s sudut

(keluaran gyroscope)

Gambar 1. Hubungan antara sinyal
kecepatan sudut dan sudut.

Sinyal masukan (u) adalah kecepatan sudut dan
keluaran (0) adalah sudut. Sinyal kecepatan sudut
disampling dengan periode sampling T. Hubungan
antara kecepatan sudut dan sudut dalam transformasi
Laplace diperlihatkan pada persamaan 12.

0(s )_@ ...................................................... (12)

s0(s) = u(s) .................................................. (13)

Persamaan 13 diubah kembali ke kawasan waktu,
sehingga menjadi :

% = U(£) oo (14)

Persamaan 14 diubah ke dalam bentuk diskrit,
sehingga menjadi:

HkﬂT_ak =u,
O — 6, =Tu,
O =0, ATU, o, (15)

Noise pada sinyal kecepatan sudut (W, ) adalah ran-

dom variabel, maka persamaan 15 dapat dituliskan
sebagai berikut

O =0, + Tt +w,

Didefinisikan vektor state x berupa sudut

x, =0,

Dari persamaan 1 dan persamaan 4 dapat dituliskan

suatu persamaan proses linier untuk state dan
pengukuran keluaran adalah

X =X, FTU, AW, s (16)

Vi =X, H Ve (17)

Covariance dari noise proses dapat dihitung dengan
menggunakan persamaan 3 dan dengan memper-

hatikan pada Gambar 1, dengan state x =6 dan
y =x. Jika G(s)adalah fungsi yang menghubung-

1
kan udan X, makanilai G(s)=— atau g(¢#)=1.
S

O, = E(X,X,) oo (18)

E(xx)= [ [g©weds | g(n)W(n)dn}

E(xx )= j1d§j1dn
E(xlxl): O'»ZVTZ

Diagram blok hubungan antara proses, pengukuran,
dan filter Kalman yang diperlihatkan pada Gambar 2
disusun berdasarkan persamaan 1, persamaan 4,
persamaan 7, persamaan 8, persamaan 9, persamaan
10, dan persamaan 11.1°~

Pengukuran l} 1 Fiter Kalman

L | :
(S} i

Gambar 2. Hubungan antara proses, pengukuran, dan
filter Kalman.
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Bedasarkan hubungan antara proses, pengukuran, dan
filter Kalman pada Gambar 2, maka dapat dibuat
diagram alir program simulasi seperti pada Gambar
3.

Masukkan data :
Durasi tampilan
Waktu sampling
Noise pengukuran
Noise proses
E2
Inisialisasi nilai awal :

Perkiraan state awal
Matrik covariance awal

tidak
Hitung
K1 P

k = durasi
tampilan

va
L2

Tampilkan grafik :
Sudut
Kesalahan pengukuran dan perkiraan sudut

Gambar 3 Diagram alir program simulasi.

Pada awal program dijalankan, ada empat parameter
yang harus dimasukkan yaitu durasi tampilan hasil
perhitungan, waktu sampling, standar deviasi dari
noise proses, dan standar deviasi dari noise
pengukuran. Inisialisasi state awal diberi nilai nol
dan kecepatan sudut dibuat tetap yaitu 1 radian/detik.
Covariance dari error pengukuran dan covariance
dari noise proses dapat dituliskan sebagai berikut

Rk = devNoisePeng"2;

Qk = devNoiseProses"2*[dt"2];

Inisialisasi awal untuk estimasi state dan matrik
covariace adalah sebagai berikut.

xhat = x;

P=Qk;

Nilai matrik A, matrik B, dan matrik H adalah.
A=1B=T H=1

Ketiga matrik tersebut dapat dituliskan sebagai
berikut

a=[l];
b=[dt];
h=[1];

Perhitungan nilai state, keluaran proses, estimasi
state, gain Kalman, dan matrik covariance P adalah
sebagai berikut.

NoiseProses = devNoiseProses * [dt*randn];

x=a* x+ b * u+ NoiseProses;

NoisePeng = devNoisePeng * randn;

y =h * x + NoisePeng;

xhat = xhat + K * Inn;

K =P *h' * inv(s);

P=P-K*h*P;

Dengan nilai Inn dan s sebagai berikut

Inn =y - h * xhat;

s=h*P*h'+Rk;

Perhitungan a priori adalah sebagai berikut.
xht=a * xhat +b * u;
P=a*P*a'+Qk;

Hasil dan Analisis

Hasil pengujian terhadap program yang telah dibuat
diperlihatkan pada Gambar 4 sampai dengan Gambar
7. Hasil pengujian dilakukan dengan durasi 20 detik
dan waktu sampling 0,1 ditik, hal ini dilakukan agar
gambar hasil pengujian lebih mudah diamati. Pada
semua pengujian dilakukan dengan sinyal masukan
yang sama, yaitu 1 radian/det. Pengujian dilakukan
untuk melihat pengaruh noise proses dan noise
pengukuran terhadap hasil pengukuran dan hasil
estimasi sudut, sehingga untuk melihat hal tersebut
dilakukan dengan memberikan nilai standar deviasi
dari noise proses dan nilai standar deviasi noise
pengukuran yang berbeda-beda. Pada Gambar 4
diperlihatkan hasil pengujian dengan nilai standar
deviasi noise proses dan nilai standar deviasi noise
pengukuran masing-masing 10 radian/det dan 10
radian. Pada Gambar 5 diperlihatkan hasil pengujian
dengan nilai standar deviasi noise proses dan nilai
standar deviasi noise pengukuran masing-masing 10
radian/det dan 1 radian.

EEE)
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Gainbar Gudut (Nyata, Pengukuran, dan Cstimasi)

(T g CE
Wakiu (detik)

a. Sudut (nyata, pengukuran, dan estimasi).

Kesalahan s e radiar)

on ]

T 4 18 d

10 3
Wakiu (detik]

c. Error pengukuran dan estimasi sudut.
d.
Gambar 4 Hasil simulasi untuk standar deviasi noise
proses 10 radian/det dan standar deviasi noise
pengukuran 10 radian.
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Gambar 5 Hasil simulasi untuk standar deviasi noise
proses 10 radian/det dan standar deviasi noise
pengukuran 1 radian.

Pada saat diberi nilai standar deviasi noise proses 10
radian/det dan nilai standar deviasi noise pengukuran
10 radian (Gambar 4), maka terlihat bahwa nilai
error pengukuran maksimal sampai 28 radian dan
error estimasi maksimal sampai 6 radian. Pada
standar deviasi noise proses yang sama sedangkan
nilai noise pengukuran 1 radian (Gambar 5), maka
error pengukuran maksimal hanya 3,2 radian dan
error perkiraan maksimal hanya 2,3 radian. Hal ini
dapat dikatakan bahwa jika semakin kecil noise
pengukuran, maka error pengukuran dan error
estimasi akan lebih kecil. Noise pengukuran yang
kecil menyebabkan hasil pengukuran dan hasil
estimasi mendekati dengan nilai sebenarnya. Dengan
kata lain dapat dikatakan bahwa jika suatu sistem
yang baik akan mempunyai noise pengukuran yang
kecil, karena hasil pengukuran akan mendekati
dengan nilai sebenarnya. Demikian juga dapat
dikatakan bahwa hasil estimasi dengan menggunakan
filter Kalman akan lebih baik jika instrumentasi
tersebut mempunyai noise pengukuran yang kecil.
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Gambar 6 Hasil simulasi untuk standar deviasi noise
proses 1 radian/det dan standar deviasi noise
pengukuran 10 radian.

Pada Gambar 6 diperlihatkan hasil pengujian dengan
nilai standar deviasi noise proses dan nilai standar
deviasi noise pengukuran masing-masing 1 radian/det
dan 10 radian. Pada Gambar 7 diperlihatkan hasil
pengujian dengan nilai standar deviasi noise proses
dan nilai standar deviasi noise pengukuran masing-
masing | radian/det dan 1 radian. Pada saat diberi
nilai standar deviasi noise proses 1 radian/det dan
nilai standar deviasi noise pengukuran 10 radian
(Gambar 6), maka terlihat bahwa nilai error
pengukuran maksimal sampai 23 radian dan error
estimasi maksimal sampai 2 radian. Pada standar
deviasi noise proses yang sama sedangkan nilai
standar deviasi noise pengukuran 1 radian (Gambar
7), maka error pengukuran maksimal hanya 3 radian
dan error perkiraan maksimal hanya 0,8 radian. Hal
ini dapat dikatakan bahwa jika semakin kecil noise
pengukuran, maka error pengukuran dan error
estimasi akan lebih kecil. Noise pengukuran yang
kecil menyebabkan hasil pengukuran dan hasil
estimasi mendekati dengan nilai sebenarnya. Dengan
kata lain dapat dikatakan bahwa suatu instrumentasi
yang baik akan mempunyai noise pengukuran yang
kecil, karena hasil pengukuran akan mendekati
dengan nilai sebenarnya. Demikian juga dapat
dikatakan bahwa hasil estimasi dengan menggunakan
filter Kalman akan lebih baik jika instrumentasi
tersebut mempunyai noise pengukuran yang kecil.
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Gambar 7 Hasil simulasi untuk standar deviasi noise

proses 1 radian/det dan standar deviasi noise
pengukuran 1 radian.

Kesimpulan

Dari hasil simulasi dengan berbagai perubahan
standar deviasi noise pengukuran dan standar deviasi
noise proses dapat disimpulkan sebagai berikut.

1.

Penggunaan filter Kalman pada simulasi masu-
kan gyroscope dapat mereduksi noise yang ada
pada sinyal masukan dan noise yang ada pada
pengukuran, sehingga hasil estimasinya mende-
kati dengan nilai nyata. Error pada estimasi
sudut sangat kecil.

Nilai standar deviasi dari noise proses tidak
banyak berpengaruh terhadap hasil pengukuran
dan hasil estimasi sudut, sedangkan nilai standar
deviasi dari noise pengukuran sangat berpenga-
ruh terhadap hasil pengukuran dan hasil estimasi.
Hasil simulasi dengan deviasi standar dari noise
pengukuran besar memperlihatkan hasil pengu-
kuran dan hasil estimasi menjauhi dari nilai
nyata dan jika deviasi standar dari noise pengu-
kuran kecil, maka hasil pengukuran dan hasil
estimasi akan mendekati dengan nilai sebe-
narnya.

Suatu sistem yang baik akan mempunyai noise
pengukuran yang kecil, karena hasil pengukuran
akan mendekati dengan nilai sebenarnya dan
akan memberikan hasil estimasi yang lebih baik
jika menggunakan filter Kalman.
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